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RESUME 

Cet article propose d�illustrer la mise en �uvre de  mØthodes d�estimation non paramØtriques, introduites dans 

le cadre de modŁles multi-Øtats markoviens avec censure, pour construire des lois d�expØrience applicables en 

prØsence de plusieurs ØvŁnements concurrents. Cette situation se prØsente en pratique en assurance dØpendance 

lorsqu�il est nØcessaire de distinguer les lois d�incidence par pathologie. Aussi, plutôt que d�appliq uer des 

techniques utilisØes usuellement par les praticiens et consistant à observer marginalement chaque caus e d�entrØe 

en dØpendance, l�approche dØcrite permet d�estimer globalement l�ensemble des lois d�entrØe par cause et de 

correctement apprØhender l�interdØpendance entre chacune d�elle. Ce travail fournit une comparaison des 

rØsultats obtenus par ces deux approches au niveau de la provision à constituer afin de pouvoir justif ier d�une 

approche marginale, plus simple à mettre en �uvre e n pratique. 

MOTS CLES : modŁle multi-Øtats, risques concurrents, durØe de maintien marginale, processus markovien, 

estimation non paramØtrique, assurance dØpendance, taux d�incidence. 

 

ABSTRACT 

This article presents a non-parametric markov multi-state approach adapted to censored data to construct 

inception rates with competing risks. This situation arises for LTC insurance when multiple pathologies are 

likely to cause disability. Instead of using classical techniques applied by practitioners based on latent failure 

times, our approach allows to estimate globally all inception rates and taking account adequately of dependence 

between the latent times. This article compares the results obtain on reserves with the both approaches in order to 

justify if the latent failure times approach is relevant.  

KEY WORDS: multi state model, competing risks, latent failure time model, Markov process, non-

parametric estimation, Long Term Care insurance, inception rates.  
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1. INTRODUCTION 

L�assurance dØpendance permet d�offrir une couverture financiŁre en cas de perte 
d�autonomie ou de mobilitØ entrainant des difficultØs pour accomplir des actes de la vie 
quotidienne. En France, elle s�adresse aux personnes âgØes dØfinies comme Øtant 
partiellement ou totalement dØpendantes et vient complØter, majoritairement sous forme de 
rente forfaitaire, les aides publiques. Le lecteur intØressØ pourra consulter les travaux de 
Courbage et Roudaut [2011] pour davantage de prØcision concernant le dispositif français ou 
la thŁse de Plisson [2009] concernant le dØveloppement de ce marchØ dans l�hexagone. 

La description des contrats d�assurance dØpendance et l�examen des problØmatiques de 
tarification et de provisionnement associØes ont fait l�objet de nombreux dØveloppements dans 
la littØrature actuarielle (cf. le chapitre 6 de l�ouvrage d�Haberman et Pitacco [1998], la revue 
de la littØrature associØe ou encore DelØglise et al. [2009]). Ces dØveloppements s�appuient 
gØnØralement sur l�utilisation de modŁle multi-Øtats markoviens (cf. le chapitre 5 de Denuit et 
Robert [2007] ainsi que la revue de la littØrature associØe), à l�instar des modŁles utilisØs en 
assurance incapacitØ-invaliditØ. Plus rØcemment, l�utilisation de modŁles semi-markoviens 
dans ce champ de l�assurance de personnes a ØtØ envisagØ (cf. le chapitre 6 de Denuit et 
Robert [2007] ou Christiansen [2012]) et se justifie thØoriquement par le fait que la mortalitØ 
des assurØs dØpendants est à la fois fonction de l�âge et de la durØe de maintien. 

La construction de bases d�expØrience adaptØes à ces modŁles se rØvŁle en assurance 
dØpendance Œtre un exercice particuliŁrement dØlicat, du fait d�une part des faibles volumes 
observØs jusqu�à aujourd�hui par les assureurs et d�autre part du caractŁre Øvolutif de ce 
phØnomŁne (cf. par exemple sur ce point Ferri et Olivieri [2000], Olivieri et Pitacco [2001] et 
Rickayzen et Walsh [2002]). Une difficultØ supplØmentaire consiste avec l�arrivØe des 
dispositifs SolvabilitØ 2 et IFRS à concevoir ces bases d�expØriences avec un certain degrØ de 
rØalisme, d�homogØnØitØ et selon les risques spØcifiques de l�assureur. 

Ces difficultØs amŁnent les assureurs à rØflØchir sur les techniques de construction de 
tables permettant d�y rØpondre tant en amont qu�en aval de l�entrØe en dØpendance. 
(cf. Tomas et Planchet [2013] pour la construction de loi de survie en dØpendance). Aussi, cet 
article s�intØresse de maniŁre plus spØcifique à la construction de lois d�expØrience mesurant 
la survenance de la dØpendance lourde. Ce phØnomŁne rØsulte de pathologies liØes à l�âge 
(maladies neuro-dØgØnØratives, affections cardio-vasculaires, cancers, etc.) constituant autant 
de causes concurrentes qu�il peut Œtre nØcessaire de distinguer puisque certains contrats 
appliquent des dØlais de carence par type de pathologie pour limiter les risques d�anti-
sØlection. Dans cette mesure, il est lØgitime d�introduire un modŁle à risques concurrents pour 
Øvaluer les taux d�incidence vers ces diffØrentes causes de sorties. 

À l�instar des travaux de Czado et Rudolph [2002] e t de Helms et al. [2004], nous 
choisissons d�aborder cette problØmatique d�infØrence à partir d�un modŁle multi-Øtats 
(cf. Andersen et al. [2002]), en proposant des estimateurs tenant compte du phØnomŁne de 
censure à droite observØ sur les donnØes. Toutefois et bien qu�il soit thØoriquement plus 
pertinent, ce cadre est potentiellement plus lourd à mettre en �uvre et plus dØlicat à 
apprØhender par les praticiens. Aussi, nous examinons dans quelle mesure une approche basØe 
sur l�estimation des durØes de maintien marginales, plus couramment utilisØes, peut se 
justifier. 

Cet article s�organise de la maniŁre suivante. La section 2 prØcise les notations du modŁle 
et met en exergue les quantitØs d�intØrŒts pour le calcul des provisions techniques. Dans la 
section 3, les mØthodologies d�estimation non paramØtrique sont dØcrites. La premiŁre utilise 
le cadre classique des modŁles multi-Øtats tandis que la seconde s�appuie sur les durØes de 
maintien marginales. Une application numØrique basØe sur un portefeuille de contrats 



Construction de lois d�expØrience en prØsence d�ØvŁnements concurrents

 

dØpendance est ensuite prØsentØe
risque d�estimation associØ à la mise en 
lois d�expØrience. Finalement, la 

2. MODELISATION 

Cette section prØsente le cadre de base permettant de modØliser l�incidence d�un contrat 
dØpendance en prØsence de risques concurrents.

2.1. NOTATION 

Sur un espace probabilisØ (
processus markovien non-homogŁne 

supposØ continu à droite avec limite à gauche. Ce processus  prend ses valeurs dans un espace 
d�Øtats { }0 1, , , ne e e= ��  fini, oø 

correspond à la « jŁme cause de sortie
Øtats sont reprØsentØes par le schØma de la 

Figure 1. 

Comme il est classique de le faire dans la littØrature relative au
(cf. par exemple le chapitre 2 de 

( ) 0t t
X

≥  à partir de ces probabilitØs de transition

 ( )0 0,j t sp s t P X j X e= = =

et de ces intensitØs de transition 
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µ

µ µ

Les fonctions d�intensitØ cumulØe de transition correspondantes sont alors obtenues
tout 0t ≥  et j ∈�  via : 
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dØpendance est ensuite prØsentØe dans la section 4. Elle s�attache en particulier à 
risque d�estimation associØ à la mise en �uvre de l�approche multi-Øtats  

Finalement, la section 5 conclue l�Øtude. 

Cette section prØsente le cadre de base permettant de modØliser l�incidence d�un contrat 
dØpendance en prØsence de risques concurrents. 

( ), , PΩ � , l�Øtat occupØ par l�assurØ est reprØsentØ à partir d�un 

homogŁne ( ) 0t t
X

≥ , muni de sa filtration engendrØ

continu à droite avec limite à gauche. Ce processus  prend ses valeurs dans un espace 
fini, oø 0e  correspond à l�Øtat de « cotisant » ou de «

cause de sortie » pour 1, ,j n= � . Les transitions possibles entre ces 
s par le schØma de la Figure 1. 

 

 ModŁle multi-Øtats associØ à l�incidence en dØpendance

Comme il est classique de le faire dans la littØrature relative aux modŁle
chapitre 2 de Andersen et al. [1993]), nous caractØrisons le processus 

à partir de ces probabilitØs de transition 

( )0 0j t sp s t P X j X e= = =  pour 0 s t≤ ≤  et j ∈�  ; 

et de ces intensitØs de transition telles que pour tout 0t ≥  
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, l�Øtat occupØ par l�assurØ est reprØsentØ à partir d�un 

engendrØe ( ) 0t t ≥
� , et est 

continu à droite avec limite à gauche. Ce processus  prend ses valeurs dans un espace 
ou de « valide » et je  

. Les transitions possibles entre ces 

Øtats associØ à l�incidence en dØpendance 

modŁles multi-Øtats 
), nous caractØrisons le processus 

 (1) 

cumulØe de transition correspondantes sont alors obtenues pour 
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( ) ( )
( ) ( )

0

0 0 00

00 0

pour ;

.

t

j j

j
j e

t d j e

t t

µ τ τ

≠

Μ = ≠

Μ = − Μ
�
�

 (2) 

D�autre part, en notant T  la durØe de maintien dans l�Øtat « cotisant » et TV X=  l�Øtat du 

modŁle à cet instant, nous introduisons les fonctions de rØpartition marginales dØfinies pour 
tout 0t ≥  par 

 ( ) ( ) 0, , pour ;jF t P T t V j j e= ≤ = ≠  (3) 

auxquelles, on associe les durØes de maintien marginales ( )( )0 0
infj t

T X t j
≥

= =  pour 0j e≠  qui 

vØrifient 

 ( )
0

0min j
j e

T T
≠

= . 

En particulier, on note que les fonctions de rØpartition marginales s�Øcrivent pour tout 0t ≥  

 ( ) ( ) ( ) ( )0 00 0 00
0, 0, , pour .

t

j j jF t p t p d j eτ µ τ τ= = ⋅ ≠�  

2.2. PROVISIONS TECHNIQUES 

De maniŁre simplifiØe, l�expression des flux futurs actualisØs en date 0t t≥  associØs à un 

assurØ cotisant à l�âge x  en 0t  s�Øcrit (cf. par exemple le chapitre 1 d�Haberman et 

Pitacco [1998] ou Christiansen [2012]) 

 

( ) ( )
( ) ( ){ } ( )

( )
( ) { } ( )

0
0

0

0

0,

0
0

1

1

xx

x

x jX X jt t
j e

Xt t

t
t c x d

t

t
b x d

t

ττ

τ

δ τ
τ τ

δ
δ τ

τ τ
δ

++ −

+

+∞

= =−
≠

+∞

=−

+
Λ = ⋅ ⋅ +

+
− ⋅ ⋅ +

� �

�
 ; (4) 

oø ( )jc x  reprØsente la prestations versØes à l�âge x  en cas de survenance de la jŁme cause de 

sortie et ( )b x  correspond à la prime versØe tant que l�assurØ demeure dans l�Øtat « cotisant ». 

Le coefficient d�actualisation et le prix d�un zØro-coupon s�Øcrivent de maniŁre classique à 
partir du taux sans risque ( ) 0t t

r
≥  tel que pour tout 0 t T≤ ≤  

 ( ) ( )0
exp

t
t r dτδ τ= −�  et ( ) ( )

( )
, t

T
B t T

t

δ
δ
� �

= � �
� �

� . 

Dans la suite, nous nous intØresserons à la provision best estimate associØe à un contrat 
s�Øcrivant en considØrant l�espØrance de (4), en supposant que des flux de primes et de 
prestations sont indØpendants du risque de taux 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

0
0

0

0 0 00

0 00

, ,

, ,

x x jt t
j e

t t

t X e B t t p x x x c x d

B t t p x x b x d

τ τ µ τ τ τ

τ τ τ τ

+∞

−
≠

+∞

−

�Λ = � = + ⋅ + ⋅ + ⋅ +� �

− + ⋅ + ⋅ +

��

�

�

. (5) 

L�Øquation (5) peut s�Øcrire en temps discret sous la forme suivante pour t ∈�  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
0 0

0

0 0 00

0 00

, 1 ,

, ,

x x j j
j e k t t

k t t

t X e B t t k p x x k q x k c x k

B t t k p x x k b x k

+∞

≠ = −

+∞

= −

�Λ = � ≈ + + ⋅ + ⋅ + ⋅ +� �

− + ⋅ + ⋅ +

� �

�

�

. (6) 

oø ( ) ( ) ( )0 , 1 1,j jq x p x x P T x V j T x= + = ≤ + = > . 

Aussi, l�Øvaluation de la provision best estimate requiert de rØaliser l�estimation des lois de 
survie ( )00 , 1p x x +  et d�incidence ( )jq x  pour tout j ∈� .  

3. ESTIMATION DES TAUX D�INCIDENCE BRUTS 

Dans l�optique de construire des lois de transition rØalistes, le choix des techniques 
d�infØrence du modŁle est une question primordiale. En prØsence de risques concurrents, une 
littØrature abondante traite des problØmatiques d�infØrence, parmi laquelle se distingue 
notamment des approches basØes sur les durØes de maintien marginales (cf. par exemple 
Prentice et al. [1978]), sur un modŁle à hasard proportionnel comme le modŁle classique de 
Fine et Gray [1999] ou encore sur des approches multi-Øtats (cf. Andersen et al. [2002]). 

En assurance de personnes, il est relativement courant que les praticiens utilisent des 
techniques basØes sur les durØes marginales, obtenues à partir de l�estimateur de Kaplan et 
Meier [1958] ou par positionnement par rapport à un e rØfØrence externe, et une hypothŁse 
d�indØpendance entre celles-ci pour estimer les taux d�incidence bruts. Or ces choix peuvent 
apparaître critiquables puisqu�ils ne permettent pas de correctement apprØhender la 
dØpendance entre les durØes de maintien marginales (cf. Tsiatis [1975], Prentice et al. [1978] 
ou encore la section 3.3 de Beyersmann et al. [2011] pour un dØveloppement sur ce point). 
Une rØflexion similaire sur la pertinence des estimateurs utilisØs des praticiens est dØveloppØe 
par Gooley et al. [1999] dans le domaine des sciences mØdicales. 

Cette section se concentre sur une mØthodologie d�estimation basØe sur l�utilisation de 
modŁles multi-Øtats et reprend les ØlØments essentiels de la mØthodologie basØe sur les durØes 
de maintien marginales. Les deux approches ainsi proposØes tiennent compte du fait que les 
observations de contrats dØpendance font l�objet d�une censure à droite et d�une troncature à 
gauche, à l�inverse du classique modŁle de rØgression poissonien trŁs utilisØ des actuaires 
(cf. CMIR12 [1991] pour un cas d�utilisation classique de ce modŁle ou la section 2.6 de 
Denuit et Robert [2007] pour une application à un m odŁle à risques concurrents). 

Dans la suite, nous considØrons un Øchantillon ( )
0, 1, ,

m
t t m M

X
≥ = �

 de M  individus 

indØpendants. On considŁre Øgalement ( )
1, ,

m

m M
C

= �
 les dates de censure, supposØes 

indØpendantes de l�Øtat du modŁle et non informatives, associØes à chaque individu ainsi que 
les couples ( )

1, ,
,m m

m M
T V

= �
 tels que m m mT T C= ∧  et m

m m

T
V X= . 

3.1. ESTIMATION MULTI-ETATS 

Dans le cadre markovien, la thØorie des processus de comptage et celle des martingales 
permettent d�introduire l�estimateur de Nelson-Aale n des intensitØs de transition cumulØes (2) 
et l�estimateur d�Aalen-Johansen des probabilitØs de transition (1). Pour une prØsentation 
thØorique de ces estimateurs et de leurs principales propriØtØs, le lecteur intØressØ pourra se 
reporter aux sections IV 1 et IV 4 d�Andersen et al. [1993] ou à Andersen et Keiding [2002]. 
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Ainsi, en notant ( )mT  la statistique d�ordre m de ( )
1, ,

m

m M
T

= �
, l�estimateur des intensitØs de 

transition s�Øcrit  

 ( )
( ){ }

( )( )( ){ }
0

, 0

�
m

m

V j

j m
m T t

M t
Y T

=

≤

= �
1

 pour tout 0j e≠  et pour 0t ≥  ; (7) 

oø ( )jY t  correspond au nombre d�individus non censurØs prØsents dans l�Øtat 0j e≠  en date 

0t ≥ . 

De cette maniŁre, l�estimateur des taux d�incidence bruts s�Øcrit à partir de l�Øquation (7). 
En adaptant l�expression de l�estimateur d�Aalen-Jo hansen (cf. section IV.4.1.7 d�Andersen et 
al. [1993]) au cas particulier d�un modŁle à risque concurrents, il est possible d�estimer les 
taux d�incidence par 

 ( ) ( )( )
( ){ }

( )( )( ){ }, 1 0

1
��

m

m

V jm
j m

m t T t

q t S T
Y T

=

< ≤ +

= − ⋅�  pour tout j ∈�  et pour 0t ≥  ; (8) 

oø ( )�S t  correspond à l�estimateur de Kaplan-Meier de la fo nction de survie de T . À ce titre, 

il convient de noter que les taux de maintien ( )00 , 1p x x +  dans l�Øtat sont naturellement 

estimØs à partir de l�estimateur de Kaplan-Meier. 

Les propriØtØs asymptotiques de l�estimateur (8) permettent de construire des intervalles de 
confiance asymptotiques. De plus, il prØsente l�avantage de permettre une prise en compte de 
covariables - le sexe serait par exemple un critŁre de segmentation pertinent selon GauzŁre et 
al. [1999] - en faisant l�hypothŁse d�un modŁle à hasard proportionnel (cf. section 
VII.2 d�Andersen et al. [1993] pour d�avantage de prØcision). 

3.2. ESTIMATION PAR UNE METHODE MARGINALE 

La principale problØmatique relative à l�analyse des durØes de maintien marginales 
provient du fait que la structure de dØpendance reliant celles-ci n�est pas identifiable et ne 
peut Œtre estimØe. En effet, les durØes marginales sont artificielles et ne peuvent par 
consØquent Œtre directement observØes. 

Ainsi, les praticiens font usuellement l�hypothŁse que les durØes de maintien marginales 
sont indØpendantes, ce qui permet d�Øcrire tout 0t ≥  et 0j e≠  

 ( ) ( )( )0 00
exp

t

j jP T t dµ τ τ> = −� . (9) 

L�expression (9) permet de vØrifier que ( ) ( )
0

0 j
j e

P T t P T t
≠

> = >∏  ainsi que l�Øquation (3). Il 

convient par ailleurs de prØciser que l�hypothŁse d�indØpendance ne peut Œtre testØe. Au 
surplus, le lecteur intØressØ par l�analyse plus prØcise de la dØpendance entre les durØes de 
maintien marginale pourra se reporter à Carriere [1 994] et CarriŁre [1995]. 

En segmentant l�Øchantillon observØ par cause de sortie, la quantitØ (9) est alors estimØe à 
partir de l�estimateur de Kaplan-Meier soit 

 ( ) ( )*
0 0

�� 1j j jq t P T t T t= ≤ + > . (10) 
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Toutefois, lorsque les volumes de donnØes à dispositif ne permettent d�offrir une 
robustesse suffisante à cette estimation, les assur eurs peuvent recourir à une approche 
paramØtrique ou à un positionnement par rapport à une rØfØrence externe (cf. DelØglise et 
al. [2009]). 

Dans ces circonstances, les taux d�incidence ( )jq t  sont estimØs pour tout 0t ≥  et 0j e≠  

par le praticien en introduisant des prioritØs entre les diffØrents estimateurs de ( )*
jq t  ce qui se 

traduit, pour un ordre de prioritØ fixØ ( )1, , n
nj j ∈� � , par la formulation 

 

( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

1 1

2 2 1

*

* *

1
* *

1

�

� �1

� �1
n n k

j j

j j j

n

j j j
k

q t q t

q t q t q t

q t q t q t
−

=

	 =



 = ⋅ −


�



 = ⋅ −

�

∏

�

�

�

�

. (11) 

L�expression (11) rØintroduit de maniŁre arbitraire un lien de dØpendance entre les lois de 
durØe de maintien marginales et permet de vØrifier pour tout 0t ≥  la relation 

 ( ) ( )( ) ( )*
00

1 1

� �1 1 , 1
k k

nn

j j
k k

q t q t p t t
= =

− = − = +� ∏�
. (12) 

Ainsi, la loi de maintien dans l�Øtat de « cotisant » est indiffØrente au choix du vecteur de 
prioritØ. De surcroît, l�estimateur des taux d�incidence jq

�
 pour 0j e≠  est compris, quel que 

soit l�ordre de prioritØ retenu, entre les deux bornes jb−  et jb+  dØfinies telles que pour tout 

0t ≥  

 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
0

* * *� � �1j j k j j j
k j
k e

b t q t q t q t q t b t− +

≠
≠

= ⋅ − ≤ ≤ =∏ �
 (13) 

En outre, la borne jb+  est parfois appelØe probabilitØ de transition partielle (cf. exemple 

IV.4.1 d�Andersen et al. [1993]) et correspondrait au taux d�incidence estimØ si une seule 
cause de sortie Øtait considØrØe. 

4. APPLICATION NUMERIQUE : CONSTRUCTION DES LOIS D�INCIDENCE EN 
DEPENDANCE 

Cette application numØrique se propose d�illustrer les rØsultats obtenus en utilisant la 
mØthodologie d�estimation multi-Øtats dØcrite dans la section 3.1 sur la population d�un 
contrat d�assurance dØpendance. AprŁs avoir lissØ ces rØsultats à partir du modŁle de 
Whittaker-Henderson, nous les comparons à ceux obte nus en appliquant l�approche marginale 
dØcrite dans la section 3.2 et examinons les Øcarts entre les deux mØthodes en termes de 
provisions techniques. L�Øvaluation rØalisØe est effectuØe à partir du logiciel R (cf. R 
Development Core Team [2013]) et plus particuliŁrement du package mstate dØveloppØ par 
De Wreede et al. [2011]. Les scripts utilisØs sont disponibles sur demande. 

Cette application n�aborde pas davantage la problØmatique du choix des mØthodes de 
lissage susceptibles d�Œtre retenues. Toutefois, le lecteur intØressØ par ce point pourra se 
reporter à la rØcente thŁse de Tomas [2013] et aux rØfØrences bibliographiques reprises par 
l�auteur, à l�ouvrage classique de Loader [1999] ou  l�article de Müller et Wang [1994] 
concernant le lissage de l�estimateur de Nelson-Aalen par une mØthode de noyau. 
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4.1. DONNEES 

Les donnØes utilisØes proviennent de l�observation de donnØes individuelles d�un contrat 
d�assurance dØpendance français pendant environ 10 ans sur la plage d�âges 65 � 90 ans. Ces 
observations comprennent la prØsence d�un phØnomŁne de censure à droite, indØpendant des 
dates de changement d�Øtats, et sont tronquØes à gauche. En identifiant 4 groupes de 
pathologies au sein de cette population, un modŁle à risques concurrents comprenant 6 causes 
de sortie est considØrØ. Celles-ci sont reprises dans le Tableau 1. 

 Causes de sortie 

1 EntrØe en dØpendance pour pathologie neurologique 

2 EntrØe en dØpendance pour pathologie diverse 

3 EntrØe en dØpendance pour cancer en phase terminale 

4 EntrØe en dØpendance pour dØmence 

5 DØcŁs sans dØpendance 

6 RØsiliation 

Tableau 1. Causes de sortie de l�Øtat « cotisant » d�un contrat dØpendance 

4.2. ESTIMATION ET LISSAGE DES TAUX D� INCIDENCE PAR LE MODELE MULTI ETATS  

La Figure 2 prØsente les taux d�incidence bruts obtenus en appliquant l�estimateur de 
Nelson-Aalen (7) puis celui d�Aalen-Johansen (8) aux donnØes. Ces estimations sont 
encadrØes d�un intervalle de confiance ponctuel de niveau 95 %α =  calculØ en considØrant 
l�approximation suivante (cf. la formule (4.1.22) d�Andersen et al. [1993]) 

 ( ) ( )
( )

1
�

� exp
�2

j
j

j

x
q x

q x

σα−

 �
 �⋅ ±Φ ⋅� �� �� �� �� �

 pour l�âge � �65;90x ∈  et pour tout 0j e≠  ; 

oø ( )1 u−Φ  correspond au quantile d�ordre u d�une loi normale centrØe rØduite et ( )2� j xσ  

(cf. la formule (4.4.16) d�Andersen et al. [1993]) correspond à l�estimateur de la variance d e 

( )� jq x . 
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Figure 2. Estimation des taux d�incidence bruts et intervalle de confiance à 95 % 

L�examen des taux bruts ainsi estimØs laisse apparaître un niveau d�incertitude plus 
importante au-delà de 85 ans. Sans surprise, les pr obabilitØs d�entrØe en dØpendance sont 
croissantes avec l�âge et demeurent relativement fa ibles en dehors des causes 2 et 4. À 
l�inverse, les taux de rØsiliation sont dØcroissants avec l�âge.  

Un lissage de ces taux bruts est appliquØ à partir du modŁle de Whittaker-Henderson (cf. la 
section 3.2 du chapitre 5 de Planchet et ThØrond [2006]) dont les paramŁtres ( ),h z  sont 

obtenus en minimisant la combinaison linØaire 

 F h S+ ⋅  ; 

oø F  et S  correspondent respectivement à des critŁres de fidØlitØ et de rØgularitØ. Ils sont 
dØfinies tels que 

 ( ) ( )( )2

1

�
l

k j k j k
k

F w q x q x
=

= ⋅ −� �  et ( )( )2

1

�
l z

z
j k

k

S q x
−

=

= ∆�  ; 

oø l  correspond à largeur de l�intervalle � �65;90  et kw  le poids de la kŁme observations. 

Les paramŁtres de lissage optimaux sont obtenus en analysant pour un panel de paramŁtres 
donnØ l�erreur de prØdiction relative à chaque jeu de paramŁtres ainsi qu�en effectuant un 
diagnostic graphique de la qualitØ de l�ajustement et des rØsidus. À ce titre et en fonction des 
volumes de donnØes sous-jacents, nous utilisons l�information produite en termes d�erreur de 
prØdiction par les critŁres suivants pour � �65;90x ∈  et pour tout 0j e≠  : 

- le critŁre de validation croisØe, 
( ) ( )

( )

2

1

�1

1 infl

l
j k j k

k j k

q x q x

l x=


 �−
⋅ � �� �−� �
�

�
 ; 
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- le critŁre de validation croisØe gØnØralisØ, 
( )

( ) ( )( )2

2
1

�
l

j k j k
k

j

l
q x q x

l p =

⋅ −
−

� �  ; 

- l�AIC, ( ) ( )( )2

1

�ln 2
l

j j k j k j
k

AIC l q x q x p
=


 �= ⋅ − + ⋅� �
� �
� �  ; 

- l�AIC corrigØ 
( )2 1

1
j j

j
j

p p
AIC

l p

⋅ ⋅ +
+

− −
 ; 

oø jp  correspond au nombre de degrØs de libertØ du lissage non paramØtrique de la jŁme 

transition, ( )infl j x  correspond à l�influence de l�âge x dans le lissage et ( )jq x� correspond au 

taux d�incidence lissØ. Pour d�avantage de prØcisions concernant les notions de degrØ de 
libertØ et d�influence dans un cadre de rØgression non paramØtrique, le lecteur intØressØ pourra 
se reporter à Tomas [2011]. 

Les paramŁtres de lissage retenus ainsi que le nombre de degrØs de libertØ sont prØsentØs dans 
le Tableau 2. 

Causes de sortie DegrØ de libertØ h z 

Pathologie 
neurologique 

6,59 4 2 

Pathologie diverse 12,09 7 10 

Cancer 8,21 6 4 

DØmence 9,98 4 6 

DØcŁs 9,98 4 6 

RØsiliation 5,79 7 2 

Tableau 2. ParamŁtres de lissage par le modŁle Whittaker-Henderson 

La Figure 3 prØsente les taux d�incidence lissØs par Whittaker-Henderson ainsi que les rØsidus 
et les rØsidus de Student permettant de dØtecter les taux bruts extrŒmes. 
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Figure 3. Taux d’incidence lissés, résidus et résidus de Student du lissage 

Les taux d’incidence lissés présentent des tendances d’évolution relativement régulières. En 
dehors d’un point visiblement aberrant à 90 ans concernant les pathologies neurologiques et 
dont le poids a été atténué lors du lissage, l’analyse des résidus et des résidus de Student 
permet de faire apparaître les classes d’âges pour lesquelles une force de lissage plus ou 
moins grande est appliquée. À l’examen de ces résultats, il apparaît que les taux d’incidence 
en dépendance sont davantage lissés au-delà de 85 ans, se traduisant par un risque 
d’estimation plus important pour ces âges. Les taux de décès présentent quant à eux un 
ajustement de bonne qualité, les âges avec la plus grande incertitude étant ceux au-delà de 
87 ans. Par ailleurs concernant les taux de résiliation, une force de lissage plus importante est 
appliquée avant 70 ans et dans une moindre mesure au-delà de 85 ans par rapport aux autres 
âges. 

Un ensemble des tests classiques est finalement effectué afin valider la qualité du lissage 
appliqué. Le Tableau 3 fournit une présentation des résultats de ces tests dont l’examen 
permet de conclure d’une qualité de lissage satisfaisante. 
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