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RESUME

Cet article propose d illustrer lamiseen uvrede m@thodes d estimation non param@triques, introduigs dans
le cadre de modktles multi-@tats markoviens avec cesure, pour construire des lois d expdrience applicales en
prdsence de plusieurs @vt nements concurrents. Cettsituation se prdsente en pratique en assurance ddendance
lorsquil est ndeessaire de distinguer les lois dincidence par pathologie. Aussi, plutt que dappliq uer des
techniques utilisdes usuellement par les praticienset consistant observer marginalement chague cause d entrde
en ddpendance, | approche ddcrite permet d estimerglobalement | ensemble des lois d entrde par cause et de
correctement appr@@hender | interddpendance entre chcune delle. Ce travail fournit une comparaison des
rdsultats obtenus par ces deux approches au niveaude la provision constituer afin de pouvoir justif ier d une
approche marginale, plussimple mettreen uvree n pratique.

MOTS CLES: modtle multi-@tats, risques concurrentsdur@e de maintien marginale, processus markovien,
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ABSTRACT

This article presents a non-parametric markov multi-state approach adapted to censored data to construct
inception rates with competing risks. This situation arises for LTC insurance when multiple pathologies are
likely to cause disability. Instead of using classical techniques applied by practitioners based on latent failure
times, our approach allows to estimate globally all inception rates and taking account adequately of dependence
between the latent times. This article compares the results obtain on reserves with the both approaches in order to
justify if the latent failure times approach is relevant.
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1. INTRODUCTION

L assurance ddpendance permet doffrir une couvertue financikre en cas de perte
d autonomie ou de mobilitd entrainant des difficultds pour accomplir des actes de la vie
guotidienne. En France, elle sadresse aux personnes gdes ddfinies comme Gtant
partiellement ou totalement ddpendantes et vient canpl@ter, majoritairement sous forme de
rente forfaitaire, les aides publiques. Le lecteur int@ressd pourra consulter les travaux de
Courbage et Roudaut [2011] pour davantage de prdcison concernant le dispositif fran ais ou
latht.se de Plisson [2009] concernant le d@vel opperant de ce march@ dans | hexagone.

La description des contrats d assurance ddpendance et | examen des probl@matiques de
tarification et de provisionnement associ@es ont fat | objet de nombreux d@dvel oppements dans
lalitt@rature actuarielle (cf. le chapitre 6 de | ouvrage d Haberman et Pitacco [1998], la revue
de la littdrature associ@e ou encore Del@gliset al. [2009]). Ces ddvel oppements s appuient
g@ndralement sur | utilisation de modtle multi-@imarkoviens (cf. le chapitre 5 de Denuit et
Robert [2007] ainsi que la revue de la litt@ratureassocide), | instar des modtles utilisds en
assurance incapacit@-invaiditd. Plus rdcemment, dtilisation de modtles semi-markoviens
dans ce champ de | assurance de personnes a Gtd enisagd (cf. le chapitre 6 de Denuit et
Robert [2007] ou Christiansen [2012]) et se justifie th@oriquement par le fait que la mortalitd
des assur@s ddpendants est lafoisfonction del ge et de la dur@e de maintien.

La construction de bases d expdrience adaptdes ces modtles se rdvile en assurance
ddpendance Etre un exercice particulit.rement ddltcalu fait d une part des faibles volumes
observ@s jusqu aujourd hui par les assureurs et d autre part du caracttre @volutif de ce
ph@nomtne (cf. par exemple sur ce point Ferri et Qlvieri [2000], Olivieri et Pitacco [2001] et
Rickayzen et Walsh [2002]). Une difficultd suppl@dmetaire consiste avec | arrivide des
dispositifs Solvahilitd 2 et IFRS concevoir ces bases d expdriences avec un certain degr@d de
rddalisme, d homog@nditd et selon les risques spdauies de | assureur.

Ces difficultds amtnent les assureurs  rdfldchirus les techniques de construction de
tables permettant dy r@dpondre tant en amont quen aval de | entrde en ddpendance.
(cf. Tomas et Planchet [2013] pour la construction de loi de survie en ddpendance). Aussi, cet
article sint@dresse de manitre plus spdcifique laconstruction de lois d exp@rience mesurant
la survenance de la d@pendance lourde. Ce ph@nomtnedsulte de pathologies lides | ge
(maladies neuro-ddg@ndratives, affections cardio-gaulaires, cancers, etc.) constituant autant
de causes concurrentes quil peut (Etre n@cessaire @ distinguer puisque certains contrats
appliquent des ddlais de carence par type de pathobgie pour limiter les risques d anti-
slection. Dans cette mesure, il est |dgitime d intoduire un modkle risques concurrents pour
@valuer lestaux d incidence vers ces diffdrentes auses de sorties.

| instar des travaux de Czado et Rudolph[2002] e t de Helms et al.[2004], nous
choisissons d aborder cette probl@dmatique dinf@rece partir dun modkle multi-@tats
(cf. Andersen et al. [2002]), en proposant des estimateurs tenant compte du ph@nomtne de
censure droite observ@ sur les donn@es. Toutefoiset bien quil soit th@oriquement plus
pertinent, ce cadre est potentiellement plus lourd mettre en uvre et plus ddlicat
apprdhender par les praticiens. Aussi, nous examinas dans quelle mesure une approche basde
sur | estimation des durdes de maintien marginales, plus couramment utilisdes, peut se
justifier.

Cet article sorganise de la manitre suivante. La section 2 prdcise les notations du modtle
et met en exergue les quantit@s d int@r&ts pour lealcul des provisions techniques. Dans la
section 3, les m@thodologies d estimation non pararmidtrique sont ddcrites. La premitre utilise
le cadre classique des modktles multi-@tats tandis ge la seconde s appuie sur les durdes de
maintien marginales. Une application num@rique bas@ sur un portefeuille de contrats
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ddpendance est ensuite prdsentt dans la section 4. Elle sattache en particulier @vauer le
risque d estimation associd la mise en uvre de | approche multi-@tats pour construire des
lois d exp@rience.Finalement, la section 5 conclue | @tude.

2. MODELISATION

Cette section prdsente |le cadre de base permettantde moddliser | incidence d un contrat
ddpendance en prdsence de risques concurrent:

2.1. NOTATION

Sur un espace probabilis?(Q, ,P), | @tat occupd par | assur@ est repridsentd  partil un

processus markovien non-homogt.ne (X, ),.,. muni de sa filtration engendrge ( ), et est

supposdcontinu  droite avec limite gauche. Ce processus prend ses valeurs dans un espace
ddtats ={e.e, ,e} fini, 0@ g correspond | @tat de «cotisant » ou de « valide » et g,

£Lme

correspond la « =" cause de sortie » pour j =1, ,n. Les transitions possibles entre ces
Dtats sont repr@sent@ear e schd@ma de laFigure 1.

Figurel. Modtle multi©tats associd | incidence en ddpendanc

Comme il est classique de le faire dans la littdratre relative aux modtles multi-@tats
(cf. par exemple le chapitre 2 de Andersen et al. [1993]), nous caract@drisons le processus

(X,)., Partirde ces probabilit@s de transitior
Py (st) =P(X, = j|X,=&) pour O s<t et jO ; (1)
et de cesintensit@ds de transitiontelles que pour tout t =0

py: (tt+A
/10j (t) :L{ﬁ%

Hoo(t) ==ty (1).

i*e

pour j # &;

Les fonctions d intensitd cumul@e de transition correspondantes sont alors oltenues pour
toutt=0et jO via:



Q. Guibert, F. Planchet
t

oi (t) = to; (7)drpour j#e,;

w(t)= _1#0 My (t).

M
y @

D autre part, en notant T la durde de maintien dans | Jtat « cotisant » etV = X, | Jtat du

modt.le cet instant, nous introduisons les fonctions de r@partition marginales ddfinies pour
tout t =0 par

F (t)=P(T<tV=j),pourjze; (3)
auxquelles, on associe les dur@es de maintien marghales T,; =inf (X(t)=) pour j#e, qui
v@rifient

T :rEiQ(TOi)'

En particulier, on note que les fonctions de r@parttion marginales s @crivent pour toutt = 0
t .
Fi (t)=po; (0t) = Py (0.7) Qg (7) dz, pour j # &,

2.2. PROVISIONS TECHNIQUES

De manitre simplifide, | expression des flux futursactualisds en datet =t, associds un
assur@ cotisant | ge X en t, sdcrit (cf. par exemple le chapitre 1 d Haberman et
Pitacco [1998] ou Christiansen [2012])

w O(t,+T
/\x (t) = M . B
j¢% t=t, 5(t) X(x+r)—_0v Xx+r_J
_ =0t +7)
t-ty J(t) Xx+r:0}

}Enj (x+7)dr
; (4)

b(x+7)dr

0g C; (x) repr@sente |a prestations vers@es | ge X en cas de survenance de la j*™ cause de

sortie et b(x) correspond la prime versde tant que | assur@ deneure dans | @tat « cotisant ».

Le coefficient d actualisation et le prix d un z&ro-coupon s @dcrivent de manitre classique

partir du taux sansrisque (r,),,, tel quepour tout O<t<T

o(T)

J(t)zexp(— Cerdr) et B(t,T)= , 51)

Dans la suite, nous nous int@resserons la provision best estimate associde un contrat
s@crivant en considdrant | esp@drance de (4), en soposant que des flux de primes et de
prestations sont ind@dpendants du risque de taux

AOIX=6 = B(tt+7) Doy (x x+7) Qu(x+7) (& (x+7)dr
e NG
- B(t,t, +7) [Py (X, X+7) b (x+7)dr

t—t,

+00

L @quation (5) peut s Dcrire en temps discret souda forme suivante pour t [
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AOX =6 = Bt +k+1) T (x x+K) T, (x+k) &, (x+K)
j#e k=t—ty
o (6)
- B(t,ty +K) O (X, X+ K) (X +k)

k=t-t,
08 g, (X) = py; (% x+1) = P(T <x+LV = j|T >x).

Aussi, | @valuation de la provisionbest estimate requiert de rdaliser | estimation des lois de
survie py (x,x+1) etdincidence g, (x) pour tout j O

3. ESTIMATION DESTAUX D INCIDENCE BRUTS

Dans | optique de construire des lois de transition rdaistes, le choix des techniques
d infdrence du modkt.le est une question primordiale.En prdsence de risgues concurrents, une
littrature abondante traite des probl@matiques dmf@rence, parmi laguelle se distingue
notamment des approches basdes sur les durdes de miatien marginales (cf. par exemple
Prentice et al. [1978]), sur un modt.le hasard proportionnel comme le modt.le classique de
Fine et Gray [1999] ou encore sur des approches multi-@tats (cf. Andersenet al. [2002)).

En assurance de personnes, il est relativement courant que les praticiens utilisent des
techniques basdes sur les dur@es marginales, obtenes partir de | estimateur de Kaplan et
Meier [1958] ou par positionnement par rapport une rdf@drence externe, et une hypothtse
d ind@pendance entre celles-ci pour estimer les tak d incidence bruts. Or ces choix peuvent
apparatre critiquables puisquils ne permettent pas de correctement appr@hender la
ddpendance entre les dur@es de maintien marginaegcf. Tsiatis[1975], Prentice et al. [1978]
ou encore la section 3.3 de Beyersmann et al. [2011] pour un d@veloppement sur ce point).
Une rdflexion similaire sur la pertinence des estinateurs utilisds des praticiens est ddvel oppde
par Gooley et al. [1999] dans |e domaine des sciences m@dical es.

Cette section se concentre sur une m@thodologie d estimation basde sur | utilisation de
modkles multi-@tats et reprend les Jl@ments esserts de |la m@dthodol ogie basde sur les durdes
de maintien marginales. Les deux approches ainsi proposdes tiennent compte du fait que les
observations de contrats d@pendance font | objet dune censure droite et d une troncature
gauche, |inverse du classique modtle de rdgression poissonien tre.s utilisd des actuaires
(cf. CMIR12[1991] pour un cas d utilisation classique de ce modtle ou la section 2.6 de
Denuit et Robert [2007] pour une application un modtle risques concurrents).

Dans la suite, nous consid@rons un @chantillon (X") de M individus

t=0,m=1, ,M

inddpendants. On considt.re @galement(cm) y les dates de censure, supposdes

m=1, ,
ind@pendantes de | Gtat du modkt.le et non informaties, assocides chaque individu ains que
les couples (T™ V™) telsque TM=T"OC" et V"= XT,.

m=1, ,

3.1 ESTIMATION MULTI-ETATS

Dans le cadre markovien, la thdorie des processus & comptage et celle des martingales
permettent d introduire | estimateur de Nelson-Aalen des intensitds de transition cumul Jes (2)
et | estimateur d Aalen-Johansen des probabilitds de transition (1). Pour une pr@dsentation
thdorique de ces estimateurs et de leurs principales propri@dtds, le lecteur int@ressd pourra se
reporter aux sections IV 1 et IV 4 d Andersen et al. [1993] ou Andersen et Keiding [2002].
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Ainsi, en notant T la statistique d ordre m de ('Fm) y | estimateur des intensitds de

m=1,

transition s Acrit

- )
My, (t) = ]1\/_ 1 pour tout j #e, et pour t=0; (7)
T o % (T)

0g Y, (t) correspond au nombre d individus non censurds prdents dans | Gtat j # e, en date
t=>0.

De cette manitre, | estimateur des taux d incidence bruts s @crit  partir de | @quation (7).
En adaptant | expression de | estimateur d Aalen-Jo hansen (cf. section IV.4.1.7 d Andersen et
al. [1993]) au cas particulier d un modtle risque concurrents, il est possible d estimer les
taux d incidence par

_ (m) _
q,(t) = S(T(m) —) E—IM pourtout jOO etpourt=0; (8)
J {m,t<f(m)st+]} Y0 (T m))

0g S(t) correspond | estimateur de Kaplan-Meier de lafo nction de surviede T . ce titre,

il convient de noter que les taux de maintien Py, (x,x+1) dans | Btat sont naturellement
estim@ds partir del estimateur de Kaplan-Meier.

Les propridt@ds asymptotiques de | estimateur (8) pemettent de construire des intervalles de
confiance asymptotiques. De plus, il prdsente | avantage de permettre une prise en compte de
covariables - |e sexe serait par exemple un critt. rede segmentation pertinent selon Gauztreet
al.[1999] - en faisant | hypothtse dun modtle hasard proportionnel (cf. section
VI11.2 d Andersen et al. [1993] pour d avantage de prdcision).

3.2. ESTIMATION PAR UNE METHODE MARGINALE

La principale probl@dmatique relative | analyse des dur@des de maintien marginales
provient du fait que la structure de d@pendance relant celles-ci nest pas identifiable et ne
peut (Etre estimde. En effet, les dur@es marginalesont artificielles et ne peuvent par
consdquent (Etre directement observdes.

Ainsi, les praticiens font usuellement | hypothtse que les dur@des de maintien marginales
sont ind@pendantes, ce qui permet d Geriretoutt >0 et j Z g,

P(T, >t) =exp(~ s, (r)ar). ©)

L expression (9) permet de v@rifier que P(T >t) = |_| P(TO]. >t) ainsi que | @quation (3). Il
1#&

convient par ailleurs de prdciser que | hypotht.se dnddpendance ne peut (Etre testde. Au

surplus, le lecteur int@dress@d par | analyse plus pdcise de la ddpendance entre les durdes de

maintien marginale pourrase reporter Carriere [1994] et Carrit.re [1995].

En segmentant | @chantillon observ@ par cause de sttie, la quantitd (9) est alors estimde
partir de | estimateur de Kaplan-Meler soit

q; (t) = P(Ty, <t +1]T,; >t). (10)
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Toutefois, lorsque les volumes de donn@es  dispositif ne permettent d offrir une
robustesse suffisante cette estimation, les assur eurs peuvent recourir  une approche
param@trique ou un positionnement par rapport une rdf@drence externe (cf. Del@gliset
al. [2009]).

Dans ces circonstances, les taux dincidence g, (t) sont estim@s pour toutt=0 et j Z e,
par le praticien en introduisant des prioritds ente les diff@rents estimateurs deqz (t) cequi se

traduit, pour un ordredepriorit@fixz(jl, ,jn)D ", par laformulation

a, (t)=d; (t)

q, (t) =d, (1) f1-d (1)

(11)

n-1

q, (1) =, ()] (2-di. (1)
L expression (11) rdintroduit de manitre arbitraireun lien de ddpendance entre les lois de
dur@e de maintien marginales et permet de vdrifiepour tout t =0 larelation
1_ qik (t) = H (1_ q:k (t)) = pOO (t’t +1) ' (12)
k=1 =
Aingl, laloi de maintien dans | @tat de « cotisant» est indiff@drente au choix du vecteur de
priorit@. De surcrot, | estimateur des taux d incidence q; pour | # €, est compris, quel que

soit | ordre de prioritd retenu, entre les deux bomes b; et b].+ ddfinies telles que pour tout
t=0

by (t) =4 (1) ] (4= (1)) <. (1) s 6 (1) =B} 1) (13)

En outre, la borne b].+ est parfois appel@e probabilitd de transition paitlle (cf. exemple

IV.4.1d Andersen et al. [1993]) et correspondrait au taux dincidence estim@ s une seule
cause de sortie @tait considdrde.

4. APPLICATION NUMERIQUE: CONSTRUCTION DES LOIS D INCIDENCE EN
DEPENDANCE

Cette application num@rique se propose dillustrer les rdsultats obtenus en utilisant la
m@ithodologie d estimation multi-@tats ddcrite dansa section 3.1 sur la population d un
contrat d assurance ddpendance. Aprt.s avoir lissd es rdsultats partir du modktle de
Whittaker-Henderson, nous les comparons ceux obte nus en appliquant | approche marginale
ddcrite dans la section 3.2 et examinons les @cartentre les deux m@thodes en termes de
provisions techniques. L @valuation r@dalisde est &éctude partir du logiciel R (cf.R
Development Core Team [2013]) et plus particulit.rement du package mstate d@velopp@ par
De Wreede et al. [2011]. Les scripts utilisds sont disponibles surdemande.

Cette application n aborde pas davantage la probl@natique du choix des m@thodes de
lissage susceptibles d Etre retenues. Toutefois, lelecteur intdressd par ce point pourra se
reporter la rddcente tht.se de Tomas [2013] et aux rdf@rences bibliographiques reprises par
| auteur, | ouvrage classique de Loader [1999] ou | article de M ller et Wang [1994]
concernant le lissage de | estimateur de Nelson-Aal en par une m@thode de noyau.
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4.1. DONNEES

Les donn@es utilisdes proviennent de | observationde donn@es individuelles d un contrat
d assurance ddpendance fran ais pendant environ 10 ans sur laplage d ges 65 90 ans. Ces
observations comprennent la prdsence d un ph@nomtnele censure droite, inddpendant des
dates de changement d Jtats, et sont tronqudes gaiche. En identifiant 4 groupes de
pathologies au sein de cette population, un modtle risques concurrents comprenant 6 causes
de sortie est consid@rd. Celles-ci sont reprises das le Tableau 1.

Causes de sortie
1 Entrde en ddpendance pour pathol ogie neurol ogique
2 Entrde en ddpendance pour pathologie diverse
3 Entrde en ddpendance pour cancer en phase terminiz
4 Entrde en ddpendance pour ddmence
5 Ddct s sans ddpendance
6 R@siliation
Tableau 1. Causes de sortie de | @tat « cotisant » d un contra ddpendance

4.2. ESTIMATION ET LISSAGE DES TAUX D INCIDENCE PAR LE MODELE MULTI ETATS

La Figure 2 prdsente les taux dincidence bruts obenus en appliquant | estimateur de
Nelson-Aalen (7) puis celui d Aalen-Johansen (8) aux donndes. Ces estimations sont
encadr@des d un intervalle de confiance ponctuel deniveau a =95% calcul@ en consid@rant

| approximation suivante (cf. laformule (4.1.22) d Andersen et al. [1993])

qj(x)Eexp +p™ % [4(%:)) pour| ge xO 65,90 etpourtout jZe, ;
]

og ®*(u) correspond au quantile d ordre u dune loi normale centr@e r@duite eto’ (X)
(cf. laformule (4.4.16) d Andersen et al. [1993]) correspond | estimateur de la variance d e

g (x).

g,
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Pathologie neurologique Pathologie diverse

0.008 —

0.020 —
0.006 —
0.015+

0.004 -
0.010

0.002 0.005
0.000 = 0.000 —

Cancer Demence
0.03

o

o

o

3

[&)]
1

0.02

0.0050 —

0.0025 - 0.014

Taux d'incidence

0.0000 = 0.00
Deces Resiliation

0.075 - 0.015+

0.050 - 0.010

0.025 - 0.005 -

65 70 75 80 85 90 65 70 75 80 85 90

Figure2. Estimation destaux d incidence bruts et intervalle de confiance 95 %

L examen des taux bruts ains estim@s laisse apparatre un niveau dincertitude plus
importante au-del de 85 ans. Sans surprise, les probabilitds d entrde en ddpendance sont
croissantes avec | ge et demeurent relativement faibles en dehors des causes 2 et 4.
| inverse, les taux de r@siliation sont dddcroissars avec | ge.

Un lissage de ces taux bruts est appliqud partir du modt|e de Whittaker-Henderson (cf. la
section 3.2 du chapitre5 de Planchet et Th@rond [D06]) dont les paramk.tres (h,z) sont

obtenus en minimisant la combinaison lin@aire
F+h(S;

og F et S correspondent respectivement des critkres de fiddlit@ et de rdgularitd. Ils sont
ddfiniestels que

(Azqi (Xk))2 ;

og | correspond largeur del intervalle 65,90 et w, le poids de lak-™ observations.

= (x)-a () 5=

k= k=1

Les paramt_tres de lissage optimaux sont obtenus enanalysant pour un panel de paramt.tres
donn@ | erreur de prddiction relative chague jeude paramitres ainsi qu en effectuant un
diagnostic graphique de la qualit@ de | gjustementet des rdsidus. ce titre et en fonction des
volumes de donn@es sous-jacents, nous utilisons | nformation produite en termes d erreur de

pradiction par les crittres suivants pourx ] 65;90 et pour tout j Z €, :

2

| —
- lecritk.re de validation croisde, ig qj(x‘_‘) 9, (%)
| e 1=infl; (%)
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- lecrittredevalidation crois@eg@n@ralis?,l—)zm (qj(xk)—qj(xk))2 ;
|- p,

k=1
- 1AIC, AIC, =100 (g,(%)-q, (%)) +20, ;

21D, [Qpi +1) .

- T AlCcorrigd AIC, + ;
l-p, -1

og p, correspond au nombre de degrds de libertd du lisge non param@trique de lajtme

transition, infl, (x) correspond I influencedel ge xdanslelissage et q () correspond au

taux dincidence liss@d. Pour davantage de prdcisies concernant les notions de degrd de
libertd et d influence dans un cadre de ridgressiomon param@trique, le lecteur intdressd pourra
sereporter Tomas [2011].

Les paramt_tres de lissage retenus ainsi que le nomlre de degrds de libert@ sont pridsentds dans
le Tableau 2.

Causes de sortie Degr@ de libertd h z
Pathol ogie 6,59 4 2
neurol ogique
Pathologie diverse 12,09 7 10
Cancer 8,21 6 4
D@mence 9,98 4 6
D@ct s 9,98 4 6
R@siliation 5,79 7 2
Tableau 2. Paramt.tres de lissage par |e modt.le Whittaker-Hendeson

La Figure 3 pr@sente les taux d incidence lissds paWhittaker-Henderson ainsi que les rdsidus
et lesr@sidus de Student permettant de d@tecter Igtaux bruts extr@Emes.
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Figure 3. Taux d’incidence lissés, résidus et résidus deedtudu lissage

Les taux d’incidence lissés présentent des tendatféwolution relativement réguliéres. En
dehors d’'un point visiblement aberrant a 90 ansenrant les pathologies neurologiques et
dont le poids a été atténué lors du lissage, Re@ables résidus et des résidus de Student
permet de faire apparaitre les classes d’ages lesquelles une force de lissage plus ou
moins grande est appliquée. A 'examen de cestsdsulil apparait que les taux d’incidence
en dépendance sont davantage lissés au-dela des8%a traduisant par un risque
d’estimation plus important pour ces ages. Les tdexdécés présentent quant a eux un
ajustement de bonne qualité, les ages avec lagrhrgle incertitude étant ceux au-dela de
87 ans. Par ailleurs concernant les taux de résiliaune force de lissage plus importante est
appliguée avant 70 ans et dans une moindre mestaela de 85 ans par rapport aux autres
ages.

Un ensemble des tests classiques est finalemesdtedf afin valider la qualité du lissage
appliqué. Le Tableau 3 fournit une présentation ssiltats de ces tests dont I'examen
permet de conclure d’'une qualité de lissage sitisfite.
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